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Noten gennemgar kapitlerne 1-9 i Introducing Advanced Macroeconomics af P.B. Sorensen og
H.J. Whitta-Jacobsen. Det bemerkes, at kapitlerne 10-12 ogsa er pensum — der henvises til bogen.
Eventuel fundne fejl eller forslag til tilfojelser modtages gerne pa martin@norgaardpetersen.dk

Generelle termer

Solowmodel En vakstmodel, hvor det antages, at husholdningerne opsparer en andel s af
deres indkomst.

Neutralitet for teknologisk fremskridt Der nesevnes i bogen tre former for teknologisk
neutralitet. Nar substitutionselasticiteten er 1 (Cobb-Douglas) spiller formen ingen rolle, da man
blot kan definere Ay = AlLfa, hvorved man far, at ¥ = Ay - KL= = AlLfo‘ KoLV =
Ko (ALL)I—a

Hicks-neutral Man siger, at en sendring er Hicks-neutral, hvis den ikke pavirker forholdet
mellem arbejdskraft og kapital: Y = Ay - F(K,L), hvor produktionsfunktionen kunne veaere en
Cobb-Douglas produktionsfunktion.

Solow-neutral Hvis teknologiske fremskridt gger effektiviteten af kapital, sa effektiviteten
af kapitalen gges hurtigere end den forhandenvaerende kapital. Vi kan skrive Y = F(Ax K,L)

Harrod-neutral Hvis teknologiske fremskridt gger effektiviteten af arbejdskraften, sa effek-
tiviteten af arbejdskraften gges hurtigere end antallet af arbejdere. Man skriver Y = F(K,ALL).

Analyse af matematiske udtryk Hvis der sker en stigning dz > 0 i udtrykket:

100
y(x) dy = ( sdz >0

X
= — :> e —
100 + = 100 + )

Procentvise stigninger En stigning pa 1 pct. i x medferer en stigning pa « pct. i y for
et udtryk y = z¢

Inada-betingelserne Inada-betingelserne er antagelser for at en produktionsfunktion udviser
balanceret vaekst. Givet en differentiabel funktion er disse:

1. Funktionen skal ga gennem (0,0). f(0) = 0.
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2. Funktionen skal veere konkav. Den fgrsteafledte skal vaere positiv, men den andenafledte
negativ.

3. Greenseveerdien for den fgrste afledte er oo for x; gaende mod 0, dvs. lim,, o %(,x) = 00
(strengt taget er det tilstraekkeligt at udtrykket er stgrre end 1)

4. Greenseveerdien for den fgrsteafledte er 0 for z; gaende mod oo, dvs. lim,, %@ = 0.

(strengt taget er det tilstraekkeligt at udtrykket er mindre end 1 for, at der er skaerfng med
45°-linjen.)

Elasticitet FElasticiteten er et mal for forholdet mellem de relative sendringer i to variable.
Denne er givet som
_dzy dnw

E= = —= = 1
dyx dlny (1)

<2z

Som antydet kan vi ved hjeelp af logaritmer (givet at In(y) og z er differentiable) lette udregnin-
gen. Omskrivning er givet folgende:

dlnz dlnmdﬁ@ _dlnz dy dj
dlny  dlnydyde  dx dlnydy

vi har givet, at % = % og dfr’ly = i = 4, hvorved vi vi ser, at
- y

dlnzx lydx_djg

dlny zldy dyax’

hvorved det gnskede udtryk fremkommer.

Semi-elasticitet Semi-elasticiteten er et mal for den relative sendring i en variable som fglge
af en absolut eendring i en anden. Altsa

> dlny

Y
iy dx 2)

Sidste led fremkommer nemt, nar vi indser, at dcli# = % Sdhny = %y

dy



Overblik

Kapitel 3 — Basal teori Den basale Solowmodel for
en lukket gkonomi uden teknologisk fremskridt.

Kt+1 — Kt = St — (SKt,
Liv1 = (1 +n)Ly,

Ky givet
Lo givet

Modellen har fglgende parametre: a, B, s,n og §. Det
gaelder for alle modeller, at: n > -1 og 0 < § < 1

Kapitel 4 — Basal teori  Solowmodellen for en lille

aben gkonomi

Y; = BKPL} ™

Kt a—1
= B —_—
Tt « <Lf)

w-ie-on(5)

Sy = sY;

Lit1 = (1+n)Ly, Lo givet
Vi= Ky + Fy

Vigr = Vi =S¢ =0V, Vo givet
YP =Y, + 7F,

Modellen har fglgende parametre: «, B, s,n,d og 7.

Kapitel 5 — Eksogen vaekst Den generelle Solow-
model med eksogen vaekst (i teknologi)

Y; = K (ALy)'

Ko\
r=o (AL)
wy = (1 — ) <Aljltlt>
Sy = sY;
Kiy1 — K =5 — 0Ky, Ky givet
Lit1 = (14 n)Ly, Lo givet
A1 = (1 +g) A, Ag givet

Kapitel 6 — Eksogen vaekst Solowmodellen med
human kapital

Y; = KQHY (AgLy) 7

B Kt a—1 Ht o
"t =Y\ AL, AL

w = (1 —a) (Aft{[t/,) <Aiflt/t> Ay

K1 — Ky =sgY, — 0K, Ky givet
Hyiy — Hy = spY; — 6H,, Hy givet
Liy1 = (1+n)Ly, Ly givet
A1 = (1 +9)As, Ag givet

Kapitel 7 — Eksogen vakst Solowmodellen med
begreensede naturresourcer (olie og jord)

Y, = K*(AL)X"ES, a+B+k+e=1

K1 — K, =sY; — (1 -6Ky), Ky givet
Liy1 = (14 n)Ly, Lg givet
Appr = (14 g) Ay, Ao givet
Riy1 =Ry — By

E, =sgR;

Hertil kommer faktoraflenninger (r, w; og v;) = graen-
seprodukter af fgrste ligning samt olieprisen u; =
greenseprodukt for E

Vi har givet, at « > 0,8 >0,k > 0,6 >0

Kapitel 8 — Endogen vaekst Model med produk-
tive eksternaliteter og endogen vackst
Y, = KX (ALy) ™

At = Kt(b

Kt+1 — Kt = SY; — (1 — 5Kt),

Liv1 = (1+n)Ly,

Ky givet
Ly givet

Kapitel 9 — Endogen vaekst Model med R&D-

baseret endogen vaekst

Y, = K?(AtLYt)l_a

Ay — Ay = pAT LY, Ao givet
Kt+1 — Kt = Sth — (1 — (5Kt)7 K() givet
Liy1 = (1+n)Ly, Ly givet

Lyy+Lat =Ly
Ly = sply

Modellen har fglgende tekniske parametre «, p, ¢, A og
0 samt adfeerdsparametre: sg, s og n.



Makrogkonomi pa kort og lang sigt (kap. 1)
Det lange sigt er beskrevet ved:
1. at de vaesentligste eksogene parametre udvikler sig jeevnt.

2. at priserne er fuldt tilpassede i overensstemmelse med gkonomiens langsigtede prisfleksibi-
litet: Ingen nominelle lgn- og prisstivheder

3. at de gkonomiske agenters forventninger er korrekte.
4. at produktionen er bestemt fra udbudssiden, som det der kan produceres med naturligt

udnyttede ressourcer.

Ad. 2 Huvis den langsigtede prisfleksibiltet var kendetegnet ved fuldkommen konkurrence, ville
der vaere clearing pa arbejdsmarkedet (ingen arbejdslgshed). Dette behgver imidlertid ikke vaere
tilfeeldet, da der kan séledes veere langsigtede reale pris- og lgnstivheder som fglge af store pris-
og lgnfastsettende aktgrer.

Arbejdskraften (og andre parametre) vil dog veere udnyttet til det naturlige niveau.

Naturligt/strukturelt niveau

Det niveau som faerdigtilpassede relative priser pa gkonomiens markeder indebaerer.

Modeller
To typer af modeller:

Statistiske énperiode-modeller

Klassisk makromodel, hvor man forestiller sig, at alle tilpasninger er skete. (eks. strukturel le-
dighed)

Dynamiske model (eller vaekstmodel)

Model som inddrager kapitalakkumulationen (og veekst i andre parametre) eksplicit. Kurset
fokuserer pa Solow vackstmodeller.

Fakta om velstand og vaekst (kap. 2)

Hypotese om absolut konvergens

Pa lang sigt vil BNP pr. arbejder konvergere mod en og samme veekstbane i alle lande, sa alle
lande konvergere mod samme niveau af indkomst pr. arbejder.

Det medfgrer, at lande med relativ lav BNP pr. arbejder ved et initialt givet tidspunkt vil
have relativ stor veekst, samt fattigdom ville forsvinde af sig selv.

Hypotesen er blevet afvist, blandt andet af Brad DeLong i 1988.



Hypotese om betinget konvergens

Et lands indkomst pr. arbejder konvergerer mod en lande-specifik langsigtet vekstbane, som er
givet ved de basale strukturelle egenskaber for landet. Jo lengere under vaekstbanen landet be-
gynder, desto hurtigere vil landet vekste. Indkomst pr. arbejder konvergerer saledes mod samme
niveau, betinget pa at landene er strukturelt ens.

Man mener at kunne pavise en negativ sammenhaeng mellem initial niveau for BNP pr.
arbejder og veekst i samme, nar man korrigerer for strukturelle egenskaber hvilket stemmer
overens med hypotesen.

Hypotesen implicerer at givet de samme strukturelle egenskaber vil fattigdom disse lande
imellem forsvinde.

Hypotese om klubkonvergens

Et lands indkomst pr. arbejder konvergerer mod en langsigtet vaekstbane som afhenger af landets
basale strukturelle karakteristika og om landet initiale niveau for BNP pr. arbejder er over eller
under et vist niveau. Jo lengere under vaekstbanen landet starter, desto hurtigere vil det veekste.
Indkomst pr. arbejder vil altsa konvergere mod samme niveau pa tvers af lande betinget pa, at
landene er strukturelt ens og at landene starter pa den samme side af et givet niveau.

Dette kan tjene som forklaring pa den klassiske fattigdomshjelp, da et midlertidigt tilskud
til at komme over et vist niveau kan have permanente effekter.

Indkomstandele

De lande, der har haft relativ konstant positiv gkonomisk vackst har tillige ogsa haft meget
konstante indkomstandele. Dette tjener som grundlag for 'loven’ om konstante indkomstandele,
hvor arbejdskraftens indkomst andel udggr 2/3.

Arbejdskraftens indkomstandel

Er givet som:
wi Ly

Arbejdskraftens indkomstandel = v (13)
t
hvor w; er den gennemsnitlige reale lgn. Nar vi bemaerker, at indkomst pr. arbejder er y; = L%,
kan vi omskrive udtrykket til:
wyly Wy
= — 3a
Y Yt (32)
Kapitalens indkomstandel
Er givet som:
. . K ki
Kapitalens indkomstandel = r,— = r,—, (4)
Y Yt

hvor k; = IE—:

Piketty-pointe

Thomas Piketty forudser i 'Kapitalen i det 21. arhundrede’, at arbejdskraftens indkomstandel
vil falde til fordel for kapitalens indkomstandel, hvilket vil medfgre gget ulighed, da kapital er
mere ulige fordelt end arbejdskraft.



Kapital og formue(Capital and wealth)

Kapital er produktionsapparatet, hvor formue bestar af summen af kapital og landets nettoaktiver
i udlandet (landets aktiver i udlandet fratrukket udlandets aktiver i indlandet).

Balanceret vakst

En vaekstproces folger en balanceret veekstbane, hvis

e BNP (el. indkomst pr. arbejder), forbrug og opsparing/investering per arbejder, reallgnnen,
og kapital-arbejdskraft ratioen alle vokser med en og samme konstante rate g.

e BNP, forbrug, opsparing/investering og kapital (formue) vokser med en konstant rate g+n,
hvor n er veekst i beskeeftigelse (kan approksimeres med befolkningstilveekst).

e Kapital-output forholdet og afkastet pa kapital (formue) r; er konstante.

Ovenstaende kan benyttes som konsistenstjek for veekstmodeller. En model skal for konstante
strukturelle parameter forudse, at gkonomien konvergerer mod eller bevaeger sig langs en lang-
sigtet vaekstbane karakteriseret ved balanceret veekst.

Kapitalakkumulering og vaekst (kap. 3)

Solowmodellen

Kendetegnet ved at output er udbudsbestemt af teknologi samt maengden kapital K; og arbejds-
kraft L;. Modellens eksogene parametre er opsparingsraten s, nedslidningsraten § og vackstraten
i arbejdsstyrken n.

Der er tale om en basal model, da den ser pa kapitalakkumulation som drivkraft bag veekst
og ikke pa teknologi (se senere kapitler). Kapitalakkumulation er givet som:

Kt+1 :Kt+It —(SKt (5)

Vi vil betragte modellen for en lukket gkonomi beskrevet for diskret tid. Der er tre markeder:
Output, arbejdskraft og kapital og ét aktiv: realkapital.

Markedet for output

e Udbuddet udggres af virksomhedernes produktion
e Efterspgrgsel fra husholdninger og virksomheder er C; + I;

e Indkomsten kan bruges til enten forbrug eller investering.

Markedet for kapital

En fortolkning af dette er, at forbrugerne ejer kapital og lejer den ud til virksomhederne til den
reale lejesats, r;. Real-renten er sa p, = ry — d;, altsa real lejesats fratrukket nedslidningsraten.

En alternativ fortolkning er at virksomhederne selv besidder den. De finansierer den gennem
lan med realrenten p; og baerer selv afskrivningen d;. Altsa usercost pa r; = p; + ;.



Markedet for arbejdskraft

Udbud fra husholdninger L; (arbejdsstyrken). Den relative pris pa arbejde er reallgnen ws.

Der er fuld konkurrence pa markederne, hvilket sikrer fuld ressourceudnyttelse og at virksom-
hedernes efterspgrgsel efter arbejdskraft og kapital er lig udbuddet og husholdningernes efter-
spgrgsel er lig udbuddet af output.

Produktionssiden

Vi betragter gkonomien som om al produktion kommer fra én profitmaksimerende virksomhed.

Der er konstant skalaafkast til de to produktionsfaktorer:

Konstant skalaafkast Der folger af replikeringsargumentet, at
FOKY ALY = A\F(K® LY) (6)

Niveauerne for udbuddet af kapital og arbejdskraft er praedeterminerede (jf. ) De profitmak-
simerende betingelser er:
FI,((KvL):Tt 0og Fi(K,L):U}t, (7)

altsa bestemmes realrenten og reallgnnen fra udbudssiden.

Vi kan deraf vise at hver enkelt faktors indkomstandele er bestemt af produktionsfunktionens

elasticitet:
tht Fi . Lt ’I"th FI/( . Kt

Y,  FKL ®7Y, " FKL ®)

Vi har empirisk set at lgnandelen udger 2/3, og er stort set konstant. Derfor anvender vi en
CES-funktion, naermere bestemt Cobb-Douglas, da eksponenterne skal summe til 1.

Antager vi, at produktionsfunktionen er givet F(K;,L;) = B,K*L; ™ finder vi, at:

’U)tLt ’I“th
- a og - a (9)

Transitionsligningen

Anvend den intertemporale budgetrestriktion, indsaet og find k41 = Kiy1/Lit1. Da far man:

1 «
k/’t+1 = m(sBkt + (1 - (S)kt) (10)

Transitionsproces Intuitionen bag transitionsprocessen er, at for 0 < kg < k* vil der opspares
mere end kompensationskravet som fglger af udtynding og nedslidning af kapital. Kapitalakku-
mulationen betyder, at kapital pr. arbejder og derigennem indkomst pr. arbejder stiger i nzeste
periode. Nar indkomst pr. arbejder stiger, gges opsparingen, hvilket gger kapital pr. arbejder,
osv. Fordi kompensationskravet vokser proportionelt med k;, men vaeksten i opsparingen afta-
ger pga. aftagende marginalprodukt til kapital, vil der forekomme en konvergens til en steady
state-veerdi. Der geelder modsat, hvis kg > k*.



Solowligningen

Find differencen k;y; — k¢ i ligning :
1
kt+1 — kt = m(SBkta + (1 — 5)kf) — kt

= L (sBRE (1 - )k — (14 n)k)

1+n
1
= 1+n(SBkg+kt —5kt —kt —’I’th)
1
it — b = 7o (sBR = 5+ m)ky) (11)

Golden rule of saving Forbruget pr. arbejder er givet som: ¢ = (1 —s)y;. En stigning i s gger
kapitalakkumulationen og derved BNP pr. arbejder pa lang sigt, men mindsker forbruget. Den
optimale veerdi af s er givet ved Golden Rule. Man finder, at det s**, der maksimerer forbrug
pr. arbejder i steady state ¢* er s** = a.

Solowmodel for lille aben gkonomi (kap. 4)

Vi antager en gkonomi med frie kapitalbevaegselser (men ikke fri mobilitet pa arbejdskraft). Vi
har tidligere antaget, at opsparing er lig investeringer, hvilket ikke laengere er tilfecldet. Positive
fordringer F; er udtryk for at et land er nettokreditor og vi har givet fglgende relation mellem
formue V4, kapital K; og fordringer:

Vi=Kr+ L

Da kapital ikke leengere akkumuleres, har vi ingen transitionsligning mht. kapital. I stedet op-
skriver transitionsligningen med formue, sa:

sw* 14 s7
,_’_
1+n 1+n

Ut+1 = Ut

Vi har intet aftagende marginalprodukt (og den tilhgrende afbildning er saledes lineser) — i stedet
er der konvergens, fordi udtynding pga. befolkning er stgrre end den ekstra opsparing fra gget
renteindtaegt, n > sr (dette er vores stabilitetsbetingelse). Har vi teknologisk veekst er denne
14 s7 < (14+n)(1+ g), hvilket er plausibelt.

Da landet er lille, har dets opsparing ikke pavirkning pa realrenten r; = 7. Hvis realrenten er
stgrre i indlandet, vil der vaere arbitragemulighed ved at lane i udlandet, derfor vil K; gges indtil
ry = 7. Det medfgrer samtidigt, at kapitalniveauet er bestemt er realrenten — dette bestemmer
ogsa lgnnen.

Konvergens Da der er fri mobilitet for kapital, vil der ikke vaere nogen tilpasningsperiode. I
stedet vil kapitalniveauet sendre sig gjeblikkeligt.

Aben vs. lukket gkonomi I tilfeldet, hvor renten i det lukkede land er forskellig fra ver-
densrenten, da vil der veaere en indkomstgevinst ved at abne sig op. Arsagen er, at der sker en
mere effektiv udnyttelse af kapitalen. Dog vil lgnnen falde hvis renten i det lukkede land er la-
vere end verdensrente (marginalproduktet pa kapital r* vil stige til 7, hvilket vil medfgre fald i
marginalproduktet pa arbejdskraft). Indkomstgevinsten kan dog omfordeles og derved sikre alle
indkomststigning.



Risiko 1 visse tilfeelde skal investorer have en risikopreemie for at investere. Saledes bliver
re =T + p, hvor p er en risikopraemie.

Hvis landet er nettodebitor betales renten 7+ p (vi ser bort fra nedslidning) pa kapital. Hvis
landet er nettokreditor forrentes kapital i indlandet med 7 + p, men kapital i udlandet dog kun
med 7

Estimation med empiri 95 pct. konfidensintervallet gar fra to standardafvigelser under en
given vaerdi til to standardafvigelser over vaerdien. Har vi ved OLS fundet en veerdi 1,5 med en
standardfejl pa 0,15 ma den sande vaerdi vaere med 95 pct. sikkerhed ligge indenfor intervallet
[1,2; 1,8]. Ligger vores hypotese udenfor dette band kan vi sige, at den funde veerdi er signifikant
storre (se ogsa s. 138).

Den generelle Solowmodel (kap. 5)

Solowmodellen med eksogen vaekst forsgger at lgse problemet fra modellen i kap. 3, hvor der ikke
var vaekst i steady state. Der er to potentielle kilder til gkonomisk vaekst: Kapitalakkumulation
og teknologisk fremskridt.

Linearisering

For at danne os et billede af konvergensraten kan vi opskrive en relation for modellens konvergens.
Vi opskriver transitionsligningen pa generisk form ki1 = G(k¢). Ved hjeelp af 1. ordens Taylor-
approksimation kan vi linearisere funktionen omkring steady state vaerdien. Vi lineariserer, da det
muligggr en Igsning af den lineere differensligning, der fremkommer. En Taylor-approksimation
af fgrste orden har formen:

f(@) ~ f(xo) + f' (o) (z — o), (12)
Vi kan indsaette udtrykket for transitionsligningen i stedet for f(x) og steady state veerdien som
Zo-

Gki) — G(E) = G’ (k*) (ki1 — k)
krr1 — k* = G'(K*) (kg1 — k), (13)
hvor vi har brugt, at i steady state G(l::*) =k

Hvis vi i stedet for f indseetter ln(lz:tﬂ) i Taylor-approksimationen, da far vi, at

- - 1 - - - - - - -
In(kty1) — In(k*) = ?(kt.ﬂrl — k%) & ki1 — K =k (In(kig1) — In(kY)),
hvilket indsaettes i (13) , hvorved vi far (da k* gar ud pa begge sider):
(ki 1) — In(k*) = G'(E*)(In(k,) — In(k*))
Vi benytter, at g, = lzzf‘ Indszetter vi og tager In far vi, at o gar ud pa begge sider, sa:
(1) — In(7*) = G'(K*)(In(g:) — In(5*))
Vi tilfgjer Ing* — Ing; pa begge sider:
I(§e41) — In(7*) — n(G:) + In(5*) = G (K*)(In(F:) — n(§*)) — (g) + In(5*)
& (fer1) = () = (1= G'(k*)(In(g*) — ()



Vi definerer A\=1—G'(k*) ogda 0 < G'(k*) < 1=>0< A < 1.

Vi har nu et udtryk med fglgende fortolkning: Den relative afstand for output mellem peri-
ode t til naeste periode t + 1 er en bestemt andel A af den samlede afstand fra ¢ til steady state.
A er saledes et udtryk for konvergensraten. Hvis A = 0,02 da mindskes den resterende distance
til steady state med 2 pct. hver periode.

Vi finder ved at differentiere transitionsligningen, at

G (kr) = [sa(ky™ + (1 4)]

(1+n)(1+g)

1
T—a ~ .
= (k/’;)a_l = (7n+g+§+n‘q)7 sa

S

Vi har fra ligning 21 s. 135, at l;; = (m)

1R\ 1
G(k’t)—m[a(n+g+5+n9)+(17($)]

=1-G'(k)=\= l1-—a)n+g+d+ng)=(1—-a)(n+g+9)

1+n)(1+g)
Heraf ser vi, at jo storre a er desto lavere er konvergenshastigheden, hvilket skyldes at det
aftagende marginalprodukt til kapital er mindre. Nar a« — 1 vil A — 0, da skalaafkastet til
kapital er konstant. Parametrene n, d, g trackker modsatte vej, da nedslidning/udtynding stiger.
Ved indsattelse af parameterveaerdier finder vi, at konvergenshastigheden er cirka 5 pct.

Solowmodellen med human kapital (kap. 6)

Human kapital Summen af uddannelse arbejdere har faet. Human kapital akkumulerer lige-
som fysisk kapital og vil derfor medfgre langsommere konvergens. (En model, hvor humankapi-
talen ikke opspares ville ikke udvise denne tendens) Andelen optjent af human kapital gar til
arbejderne og @ndrer ikke pa indkomstfordelingerne.

Human kapital er inseperabel fra arbejderne og har derfor ikke sin egen rente. Vi betragter
derfor h; = IL{—E i stedet for blot H; i produktionsfunktionen.

Befolkningstilvaeksten pavirker i modellen output i hgjere grad, da der bade er en udtyndin-
geffekt i forhold til fysisk kapital og i forhold til human kapital.

Markedsfejl En ggning i investeringsraten af sy pavirker BNP positivt. Der fremheaeves dog to
arsager til at offentlige institutioner bgr udbyde undervisning. Det skyldes imperfekte lanemarkeder
og imperfekte markeder for forsikring.

Imperfekte lanemarkeder En uddannelse vil generere en hgjere lgn efter endt uddannel-
se. Pa baggrund deraf burde banker lane ud til unge, der vil uddanne sig. De kan dog ikke skelne
mellem de, som feerdigger og de som ikke ggr og derved kan de veere afvisende i forhold til at
lane ud til nogen.

Imperfekte forsikringsmarkeder Uddannelse giver ikke garanteret gget indkomst og
man kunne derfor gnske at forsikre sig. Dette medfgrer imidlertid en form for moral hazard,
da de der har forsikring ikke vil have samme incitament for at anstrenge sig pa uddannelsen.
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Growth accounting Vi kan forsgge at undersgge, hvor stor en del af forskellene mellem lande
skyldes forskelle i teknologi. Antager, vi at « = ¢ = 1 (og g+ 6 +ng = 0,075) da far vi at steady
state veerdien (ligning 29 s. 162) er givet som:

Yy =A sk -sp-(n+g+06+mng)?

Ved at dividere udtrykket for rige lande med udtrykket for fattige lande far vi:

. . . . 2
yrlch 7 AI‘ICh S%Ch S11r'_11<:h nPoor | 0,075
yPoor Apoor SII?OY S%Om nrich + 07075

Pa baggrund heraf kan vi empirisk finde alle led paneer f;—iii og dermed finde den del forskelle i
teknologi forklarer.

Social infrastuktur En forklaring pa, hvorfor nogle lande er mere produktive andre (se
Growth Accounting ovenfor) kan skyldes forskelle i den sociale infrastruktur. En hypotese er
at gkonomien praesterer bedre (stgrre A;), investerer mere i kapital (hgjere sk ) og investerer
mere i uddannelse (hgjere sy ), hvis der er retfaerdige love og gode finansielle institutioner, mm.

Konvergenshastighed Vi kan tilsvarende kap. 5 finde et udtryk for den approksimative vaek-
strate ved hjelp af linearisering. Derved finder vi, at:

Ax(1l—a—¢)(n+g+3d+ng) =25 pct.

Vakstrate Veakstraten fra en periode til en anden er givet som

A
A1 =1+ 94 & n(l4g)=In ( 2“) .
t

Den approksimative vackstrate er saledes: gi* = In(Asy1) —In(4;) =In(14+g) ~ g
Den eksakte vaekstrate kan omskrives som:

e _ App1 — A

t At

Vakstfaktor Givet en vaekstrate g, da er vaekstfaktoren 1 + g.

Transitionsligningen Er givet som:

ki1 = (

m@k? + (1= 0)k)

Solowligningen Er givet som:

]%t+1 — ]%t = (S];’? — (n + g + ) + ng)/;t)

(I1+n)(1+g)
Modificerede solowligning Er givet som:

];t—&-l - ]Z?t 1 Ya—1
= = sk —(n+g+d+n
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Solowmodellen med begransede ressourcer (kap. 7)

Der er i modellen tilfgjet land (og senere olie) som inputfaktor. Eftersom der er konstant ska-
laafkast til alle inputfaktorer er der aftagende skalaafkast til en kombination af K; og L; (under
forudseetning af at eksponenterne til de andre ressourcer er stgrre end 0). Land (eller begraensede
ressourcer) medfgrer saledes et drag pa vaeksten, nar der ikke er teknologisk vaekst og selv med
teknologiske fremskridt vil disse vaere mindre effektive end uden en begraenset ressource.

Nar vi skal finde steady state anvender vi z; = ’;—: Vi ser, at hvis z; — z* da ma k; og vy
vokse med samme rate.

Ekstraktionsrate Der antages en fast ekstraktionsrate, sg.

Substitution Man mener, at jo mere begrzenset en ressource bliver, desto hgjere bliver prisen.
Det vil gge incitamentet til at finde alternative substitutter. I stedet for at bruge en meget lille
del af den begraensede med meget hgj teknologisk snilde, vil man finde et produkt der fuldstzendig
kan erstatte det forhenveerende. Dette kan dog ikke beskrives med en model, der kun rummer
1-2 naturressourcer.

Produktive eksternaliteter og endogen vaekst (kap. 8)

Kapitlet omhandler (semi-)endogen vaekst. Solowmodeller kaldes ogsa eksogene vackstmodeller,
da de antager eksogen veekst. Endogene vaekstmodeller endogeniserer veeksten og sgger at forklare
denne. I bogen behandles en model med produktive eksternaliter (kapitel 8) og en med forskning
og udvikling (kapitel 9).

Produktive eksternaliteter 1 de tidligere modeller finder vi at (den approksimative) vackst
er givet ved g/ = agF, men da a < 1 kan vaksten ikke opretholdes af opsparing. Var der
stigende skalaafkast til kapital og arbejdskraft ville eksogen veckst ikke veere ngdvendig. Det
ville imidlertid medfgre, at virksomheder (under perfekt konkurrence) ville gge produktionen
uendeligt og er derfor ugnsket.

Lgsningen er konstant skalafkast pa virksomhedsniveau og stigende skalaafkast pa aggregeret
niveau. A; = Kf er saledes givet pa virksomhedsniveau.

Vardi af ¢ Verdien af ¢ er udtryk for hvor god den nuveerende kapital er til at skabe ny
kapital og atheenger af hvordan man ser pa udviklingen af teknologi (se ’learning by doing’ under
kapitel 9). Seettes ¢ = 1 vil der vaere konstant marginalprodukt til kapitaﬂ alene — dette kaldes
endogen vaekst. Er ¢ < 1 vil der veere aftagende marginalprodukt til kapital.

kt+

L og giver
kt

Transitionsligningen Findes ved at lgse

- 1 Na+¢7¢a¢ ~% 1-¢

ki1 =—— |sk, 77 + (1 -0k, . 14
= | s (1 - 0)F; (1)
1Vi betragter den generelle Cobb-Douglas funktion af formen Y = ATl a:f“, hvor a; > 0. Homogeniteten

er givet som h = Z?:l a;. Der geelder, at er eksponenten a; for én inputfaktor stgrre end 1, da vil summen af

eksponenterne (og dermed homogeniteten) h = aj + -7, a; > 1. Altsd udviser en produktionsfunktion, hvor der

er konstant eller stigende marginalprodukt til mindst én produktionsfaktor stigende skalaafkast.
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Semi-endogen vaekst Vi kan finde vaeksten i teknologiniveauet til:

A1 — Ay

T —(14+n)T7 —1

Jse- (15)

I steady state vil veckstraten i kapital pr. arbejder og output pr. arbejder veere lig veacksten i
teknologiniveauet.

Det ses, at er befolkningsveeksten n = 0 vil der ikke veaere vaekst. Dette er indbegrebet af
semi-endogen vaekst. For at kunne ggre brug af det stigende skalaafkast i produktionen er der
ngdt til at veere en (eksogen — derfor ’semi’) veekst 1 befolkningen (eksponenterne vil ikke summe
til mere end 1). Dette undgar vi nar ¢ = 1, da der vil veere konstant skalaafkast til kapital — det
kaldes for endogen veekst.

Vi ser, at gget befolkningsvaekst giver gget vaekst. Dette stemmer umiddelbart ikke overnes
med empiri. Man kan dog forfglge en idé, om at empirisk data deekker over transitorisk vaekst
(da konvergens til steady state er meget lang pga. eksternalitet), der atheenger negativt af be-
folkningstilvaekst.

Endogen vakst (AK Model) Hvis ¢ = 1 er der ingen aftagende marginalprodukt pa kapital
og gkonomien vil ikke konvergere.

En vigtig pointe er her, at noget der giver niveau-skifte i Solowmodellen ofte giver et skifte
i vekstraten.

Skalaeffekt Vaksten athanger af populationens stgrrelse. Er der vaekst i befolkningen vil
gkonomien opleve eksplosiv vaekst, hvilket ses af: A; = Ltkf Dette er ikke i overensstemmelse
med empiri.

Ky
Ly

at arbejdskraft er uproduktiv, da den positive effekt af en stigning i arbejdskraften pa virksom-
hedsniveau vil blive modvirket af en negativ effekt pa samlet kapital/arbejdskraft-forhold pa
aggregeret niveau.

¢
Dette kan lgses ved at definere variablene pr. arbejder A; = ( ) , men det vil medfgre

R&D-baseret endogen vakst (kap. 9)

Om forskning og udvikling Forskning og udvikling (R&D) beskriver en bevidst process for
at opna bedre teknologi. De nye idéer er offentlige goder, dvs. ikke-rivaliserende (marginalom-
kostningen er 0 eller teet pa) og ikke-ekskluderbare. Dette medfgrer manglende incitament til at
lave forskning, da M C' < AC for alle ¢, da den faste omkostning til R&D ikke er indteegtsdakket.
Under monopol, hvor MR = MC', er der mulighed for privat R&D, men der vil ske produktion
under det sociale optimum. Monopol kan sikres gennem patenter.

Der vil ved perfekt konkurrence ikke ske privat R&D og hvis idéen er ikke-ekskluderbar vil der
uanset markedsform ikke ske privat R&D.

Modellen Modellen beskriver verden som én stor gkonomi (og man bgr saledes ikke bruge
krydslandeempiri), dvs. der er ingen import.

Der er konstant skalaafkast til rivaliserende goder K og L. Derfor summer eksponenterne til
mere end 1.
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Standing on shoulders Beskriver det forhold, at idéer avler nye ideer. Dette taler for en
veerdi ¢ > 0 eller teet pa ¢ =~ 1. ¢ er udtryk for elasticiteten af eksisterende viden.

Fishing out Beskriver det forhold, at det bliver sveerere og sveerere at finde nye idéer. Argu-
menterer for ¢ < 0. Almindeligvis antager vi et positivt ¢.

Stepping on toes Beskriver det forhold, at to forskningsarbejder laver det samme arbejde,
hvilket skulle medfgre A < 1, da der vil vaere et negativt spillover fra den enkelte virksomheds
R&D til det aggregerede niveau.

Semi-endogen vaekst Semi-endogen vaekst fremkommer, nar 0 < ¢ < 1. Veakstraten g; i
det teknologiske niveau A; vil konvergere monotont med en steadystate vaekstrate g; — gs. for
t — 00.

Endogen vaekst Fremkommer nar elasticiteten af eksisterende viden er lig en ¢ = 1. Vi saetter
n = 0, da der ellers vil forekomme eksplosiv vaekst. Knivsaegtilfaeldet ¢ = 1 er urealistisk, men
illustrativt for en stor veerdi af ¢.

Skalaeffekt Stgrre arbejdskraftinput (Lg) medfgrer stgrre veekst i BNP pr. arbejder.

Hemi-endogen vaekst Begrebet bruges til at beskrive udviklingen i den vestlige hemisfzere.
En zndring i R&D-andelen medfgrer langvarende vaekst. En gradvis ggelse af andelen vil saledes
medfgre langsigtet vaekst, hvilket stemmer overens med empiri.

Forskellen til vaekst i investeringsraten i den basale Solow model er at en lille zendring i sg
har vaesentlig stgrre betydning en i s.
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Stylized facts

Stylized Fact 1

Some countries are rich and some are poor, the differences are enormous, and it has pretty much
been like that in relative terms for a long time. However, there is some tendency towards a more
equal world income distribution over the past four decades, but not much at the very bottom.

Stylized Fact 2

Growth rates vary substantially between countries and by the process of growing or declining
quickly, a country can move from being relatively poor to being relatively rich, or from being
relatively rich to being relatively poor.

Stylized Fact 3

Growth can break in a country, turning from a high rate to a low one or vice versa.

Stylized Fact 4

Convergence: If one controls appropriately for structural differences between the countries of the
world, a lower initial value of GDP per worker tends to be associated with a higher subsequent
growth rate in GDP per worker. This accords with the idea that in the long run income and
GDP per worker converge to a country-specific growth path which is given by the country’s basic
structural characteristics, and possibly also by its initial position.

Stylized Fact 5

Over the last 140 years and probably for periods up to 200 years and more, many countries in
Western Europe and North America have had relatively constant annual rates of growth in GDP
per capita in the neighbourhood of 2 per cent.

Stylized Fact 6

During the long periods of relatively constant growth rates in GDP per worker in the typical
western economy, there has been a long-run tendency that labour’s share of GDP has stayed
relative constant and (hence) that the average real wage of a worker has grown by approximately
the same rate as GDP per worker.

Stylized Fact 7

During the long periods of relatively constant growth in GDP per worker in the typical Western
economy, there has been a long-run tendency that capital’s (wealth’s) income share has been
relatively constant and a long-run tendency that the capital-output ratio has been relatively
constant. Consequently, there has been a long-run tendency that the rate of return on capital
(wealth) has been relatively constant, and that the capital-labour (wealth-labour) ratio has grown
by approximately the same rate as income per worker.
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Appendix

Folgende oversigt er ikke ferdiggjort og bor saledes leses med forbehold for fejl og mangler.
Eventuel fundne fejl eller forslag til tilfojelser modtages gerne pa martin@norgaardpetersen.dk.

Effekter af parameterskift

En stigning i s giver i Solowmodellen ikke gget vaekst, i modellen med endogen vaekst en stigning
i vaekstraten og i modellen med semi-endogen vackst transitionsveekst.

Kapitel 3

e Fn stigning i L; pavirker ikke BNP. pr. arbejder i steady state. Fordobling af L; vil medfgre
fordobling af K i steady state, som vil medfgre fordobling af Y;. Det skyldes CRS (konstant
skalaafkast) til K; og L,

e Stigning i n medfgrer et fald i BNP pr. arbejder, som fglge af udtynding, der reducerer kapi-
tal pr. arbejder og dermed produktiviteten. Pa kort sigt vil der veere en negativ transitorisk
effekt pa vekstraten som fglge af en stigning i n

e Fn stigning i s vil pa kort sigt medfgre transitorisk vaekst, men pa lang sigt vil der kun vaere
en niveaueffekt pa BNP pr. arbejder. Arsagen er, at der vil veere aftagende marginalprodukt
pa kapital, men linegert stigende udtynding og nedslidning (se transitionsligning)

e En stigning i totalfaktorproduktiviteten B vil medfgre en stigning i y;. Stigningen i y;
vil veere stgrre end i B, da gget indkomst vil medfgre gget kapitalakkumulation som igen
resulterer i et storre y.

Kapitel 4

e En stigning i s medfgrer hgjere formue v* som medfgrer gget nationalindkomst (BNI), men
der er ingen pavirkning pa produktiviteten, dvs. BNP pr. arbejder

e En stigning i 7 medfgrer fald i BNP. pr. arbejder.
e En stigning i n medfgrer intet fald i BNP. pr. arbejder.

e Enstigning i B (ny teknologi) medferer gget kapital k* som medfgrer gget BNP pr. arbejder.
Kapital (og dermed BNP pr. arbejder og reallgn) tilpasser sig gjeblikkeligt og der foregar saledes

ingen transitionsproces.

Kapitel 5

e Fn stigning i L; pavirker ikke BNP. pr. arbejder i steady state. Fordobling af L; vil medfgre
fordobling af K; = kL, i steady state, som vil medfgre fordobling af Y;. Det skyldes CRS
til Kt og Lt

e Stigning i n medfgrer et fald i BNP pr. arbejder, som fglge af udtynding, der reducerer kapi-
tal pr. arbejder og dermed produktiviteten. Pa kort sigt vil der veere en negativ transitorisk
effekt pa vekstraten som fplge af en stigning i n

e En stigning i s medfgrer en niveau stigning i BNP pr. arbejder

e En stigning i den eksogene vaekstrate medfgrer en stigning i niveauet for BNP pr. arbejder.
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Kapitel 6

e Stigning i n medfgrer et fald i BNP pr. arbejder, som fglge af udtynding, der reducerer kapi-
tal pr. arbejder og dermed produktiviteten. Pa kort sigt vil der veaere en negativ transitorisk
effekt pa vekstraten som fglge af en stigning i n

Kapitel 7

e En stigning i L; eller K; vil medfgre fald i BNP pr. arbejder som fglge af DRS (aftagende
skalaaftkast) til L, og K. Intuitionen ift. L; er, at en stigende befolkning vil medfgre
faldende marginalprodukt til land som vil mindre produktionen pr. arbejder.

e Stigning i n medfgre fald i veekstraten i BNP pr. arbejder i steady state, da der vil komme
et gget pres pa naturressourcer. Dette er sseregent for denne model.

e Stigning i ekstraktionsraten sy medfgrer gget produktivitet pa kort sigt, men pa lang sigt
falder den.

e En stigning i x; = )L(—: vil medfgre en positiv niveaueffekt pa indkomst pr. arbejder, men

ikke pavirke vackstraten pa lang sigt.
Kapitel 8

e [ modellen for semi-endogen vaekst vil en stigning i n kun have en transitorisk vaeksteffekt,
men den vil vare leengere end i fx. Solowmodellen kap. 6. Hvis n = 0 vil der ikke veere
vaekst (semi-endogen)

e I AK-modellen (¢ = 1) vil der vaere CRS til kapital alene. En stigning i L; vil give en gget
veeksteffekt, mens en stigning i n vil give accelerende vaekst.

e En stigning i s giver anledning til en hgjere vaekstrate i BNP pr. arbejder.

Kapitel 9

e En stigning i n giver gget vaekst. Dette virker ikke empirisk plausibelt. Man kan undsige
sig dette ved at argumentere for at der er tale om transitorisk veekst. Et fald i n vil her
give et hgjere niveau, men en lavere vaekst.

17



‘Tesrdes| “Juu usje)
-1seEINdINO — JSWONPUL SI0I0US Je [13 1o [ejides] ANPOoId IOAY I0] YAIIPN 1o O USIojoTRIR]

20'0 ¢ 90°0 g0 ¢  (usSopuo-twey) 6 -deyf
1 0 (1s¥eeA wOS0puL) 6 "dey]
10 T'0 (o170 S0 puer) - ~deyy
0 90 z'0 (puer) L -deyp
(afou) 70 c00°0  (3a®1) 9°0 (o110) £ ey
: ¢ g vy
¢L0‘0-90°0 3 G "dey]
¢L0'0 200 GO0 €0'0  10°0-¢00°0 €0¢0 ¥ SIAST[opUIY
Us ] Y Hg Jal o+b+u b ¢ (puerm)u (puel-1) u s 0

IoIpIeAIdjomIRIR ]

18



